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Prefacio

Esta primera edicién se publica en Unidades separadas para facilitar su empleo. Se trata de un libro de
texto para los cursos de Matematicas de acuerdo con los Programas de estudio de los Colegios de Ciencias y
Humanidades de la unam'.

Los contenidos teméticos de las unidades que conforman el primer curso de Matematicas constan de
cuatro unidades que abarcan 80 horas de clase segtin la siguiente distribucién,

Unidad Nombre de la unidad Horas
1 El significado de los niimeros y sus operaciones béasicas 30
2 Variacién directamente proporcional y funciones lineales | 15
Ecuaciones de primer grado con una incégnita 15
4 Sistemas de ecuaciones lineales 20

Afnadimos al temario anterior la unidad o, con una duracién de 5 horas, de caracter optativo pero, en
nuestra opinién, de necesaria incorporacién a los programas de estudio. Al emplear el lenguaje de los
conjuntos y tener comprension de las mas bésicas propiedades de la 16gica se facilita la integracién de
aprendizajes en el pensamiento algebraico, incluyendo ecuaciones, funciones y sistemas de ecuaciones.

Unidad Nombre de 1a unidad Horas

0 El lenguaje de los conjuntos y algo de légica 5

El propésito de esta unidad o es presentar una introduccién elemental al lenguaje de los conjuntos y la
légica, se desarrollara familiaridad con estos conceptos a lo largo del curso.

Usamos la narrativa como estrategia didéctica, para combinar los aprendizajes con la comprension de
la lectura y la reflexién sobre el texto escrito; ilustramos con algunos ejemplos y presentamos Problemas a
resolver en los espacios para ello, que faciliten al maestro evaluar el avance del alumno.

Confiamos en que este formato ayude tanto al estudiante para comprender y practicar el tema, como al
maestro para evaluar el avance tema por tema.

MANUEL LéPEZ MATEOS
Version: 2019-09-23 06:02:49-05:00 manuel@cedmat.net

1 https://www.cch.unam.mx/programasestudio
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Preracio

Este material se distribuye de forma gratuita por Internet, en

https://cchmatelu@.mi-1libro.club.

iDifindelo y colaboral

n u ' aportacioén voluntaria
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1  Esta o no esta

Los temas de Conjuntos y Légica facilitan la comunicaciéon y ayudan a organizar ideas. Aqui daremos una
breve introduccién, para mas detalles les recomiendo mi obra Conjuntos, légica y funciones.

El concepto de conjunto es uno que no se puede definir empleando el lenguaje cotidiano. Hagan una
prueba, pregunten a varias personas

¢, Qué es un conjunto?

y analicen las respuestas.

De seguro que algunas responderan «es una reunién de objetos», otras dirdn «es una agrupacion de
objetos», unas més «es un montén de objetos», y cosas por el estilo. En el intento de definir el concepto,
simplemente se refieren a un sinénimo; si insistimos y preguntamos ahora «;Qué es una agrupacion?»
veremos que responderdn con algtn otro sinénimo.

No es posible definir el concepto de Conjunto con lenguaje cotidiano, pero podemos usarlo.

Si hablamos del conjunto de los estados de la materia, sabemos de qué se estd hablando. Sabemos que
gase0so es uno y que fracturado no. La letra A no es un estado de la materia, ni la palabra chancla lo es.

Aunque podriamos construir ejemplos complicados, entendemos lo que se quiere decir cuando alguien
se refiere a un conjunto de....

Para que un conjunto sea tal, le pedimos que esté bien definido, 1o cual significa que dado un objeto y un
conjunto, podamos decidir si el objeto pertenece o no al conjunto’.

EJEMPLO 1.1 El conjunto de los estados de la materia® estd bien definido. Los elementos de ese conjunto
son Sélido, Liquido, Gaseoso y Plasmitico. Cualquier otro objeto no esta en el conjunto. @

1.1. Listar y/o describir

Si un objeto estd en un conjunto, ese objeto es un elemento del conjunto. Esa pertenencia la denotamos con
el simbolo €. Si llamamos M al conjunto de estados de la materia, entonces

gaseoso € M, solidoe M, A ¢M, chancla ¢ M,

donde el simbolo ¢ significa que ese objeto no es un elemento del conjunto.
Un conjunto se puede listar o describir.

*  Parano caer en la PARADOJA DEL BARBERO. Ver RusseLL, Paradoja de Russell — Wikipedia, The Free Encyclopedia y LopEz MATEOS,
Conjuntos, logica y funciones, p. 2.
2 WikipeDia: https://es.wikipedia.org/wiki/Estado_de_agregaci%C3%B3n_de_la_materia
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1. EsTA O NO ESTA

Si M es el conjunto de estados de la materia lo listamos como
M = {s6lido, liquido, gaseoso, plasmatico},

es decir, entre llaves colocamos cada uno de sus elementos.
O lo podemos describir
M = {x | x es un estado de la materia },

que se lee «M es el conjunto de x tales que (la raya vertical | se lee tales que o tal que) x es un estado de la
materia».

Aunque no siempre lo mencionamos de manera explicita, cuando hablamos de elementos y de conjuntos,
estos elementos son objetos que pertenecen a un conjunto mas general, que llamamos total o conjunto
universo y denotamos con (), Omega, la tltima letra del alfabeto griego.

Para referirnos a un conjunto C de camisas azules, consideramos que Q es el conjunto de camisas y
entonces

C={xeQ| xesazul}

que se lee «C es el conjunto de camisas x tales que x es azul».

PROBLEMAS 1.1.

1. El modelo de color RGB representa un color por 3. Por medio de conjuntos, describe la temperatura
medio de la mezcla de los tres colores de luz prima- promedio de los dltimos cinco dias.
rios3 Red (rojo), Green (verde), Blue (azul). Lista
y describe el conjunto de los colores del modelo
RGB.

4. Reunan un grupo de tres a cinco personas, descri-

2. Lista y describe el conjunto de las vocales del idio- ban por medio de conjuntos las peliculas que han

ma espafiol. visto la dltima semana.

3 WikipeDIA: https://es.wikipedia.org/wiki/RGB


https://es.wikipedia.org/wiki/RGB

1.2. Complemento y contencién

1.2. Complemento y contencién

Recordemos que llamamos Q) (Omega, la tltima letra del alfabeto griego) al conjunto universo, conjunto del
cual obtenemos los objetos de nuestros conjuntos. Digamos que al hablar de las novelas publicadas el afio
pasado, el conjunto universo seria el conjunto de las novelas.

Si tenemos un conjunto A de elementos de Q) y resulta que algtn objeto y de () no pertenece a A,
entonces pertenece a su complemento, es decir, el complemento de un conjunto A, lo denotamos con A€,
con A o con A’, es el conjunto de elementos de Q que no estén en A,

AP=A=A°={xeQ|x¢gAl
Lo ilustramos con el diagrama intuitivo* de la Figura 1.1.

Q
AC
Fieura 1.1 La parte sombreada es el complemento de A.

EJEMPLO 1.2 Segtin el documento Perii: Estimaciones y Proyecciones de poblacion total y por sexo de las ciudades
principales, 2000-2015°, la poblacién estimada para 2015 de las principales ciudades del Pert es de:

Lima 9,886,647 Chiclayo 600,440
Arequipa 869,351 Iquitos 437,376
Trujillo 799,550 Piura 436,440

De las ciudades mencionadas, el conjunto X de las ciudades que tienen menos de 700,000 habitantes es
X = {Chiclayo, Iquitos, Piura},

el complemento de X es X® = {Lima, Arequipa, Trujillo}, cuyos elementos son las ciudades del Pert que
tienen 700,000 o mas habitantes.
Si 'Y es el conjunto de esas ciudades cuyo nombre termina con la letra “a”, entonces

Y¢ = {Trujillo, Chiclayo, Iquitos}.
Del contexto se infiere cual el conjunto universo considerado

Q) = {Lima, Arequipa, Trujillo, Chiclayo, Iquitos, Piura}. @

4 En multitud de libros de texto, a estos diagramas intuitivos se les llama, de manera incorrecta, Diagramas de Venn. Puedes
ver la explicacién en Lépez Marteos, Conjuntos, l6gica y funciones, seccion 4.3, pagina 103.
5 Fuente: Instituto Nacional de Estadistica e Informitica del Pera.
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1. EsTA O NO ESTA

Si sucede que dos conjuntos A y B son tales que cada elemento de A es un elemento de B, decimos que
A es un subconjunto de B o que A estd contenido en B; lo denotamos con C,

EJEMPLO 1.3 Si X es el conjunto de multiplos positivos de 4, menores que 10 y Y es el conjunto de mdltiplos
positivos de 2, menores que 10, ;esta X contenido en Y?

Listemos cada conjunto,

X=1{4,8}
Y: {2/41618}1
vemos que si, cada elemento de X es un elemento de Y. @
B
A

Fieura 1.2 A C B si cada elemento x € A, esta en B.

EJEMPLO 1.4 Sea M el conjunto de los seres mortales y H el conjunto de los humanos. Denotemos con s a
Soécrates. Tenemos que H € M, es decir que si x € H entonces x € M, lo cual significa que si x es humano
entonces x es mortal, 0 més claramente Todos los humanos son mortales. En particular s € H, es decir Sdcrates
es humano, por la definicién de contencion tenemos que x € M, es decir Sdcrates es mortal.

Todos los humanos son mortales, HCM, (esdecirxeH=xeM)

Sécrates es hombre, s€H,

Luego Sécrates es mortal. Luego s € M. @
M

Ficura 1.3 Todos los hombres son mortales.

EJEMPLO 1.5 El grupo de pueblos indigenas mesoamericanos perteneciente a la familia Maya tradicional-
mente han habitado en los estados mexicanos de Yucatan, Campeche, Tabasco y Chiapas, en la mayor parte

4



1.2. Complemento y contencién

de Guatemala y en regiones de Belice y Honduras. Denotemos con M al conjunto de paises americanos
donde habitan pueblos mayas, asf,

M = {México, Guatemala, Belice, Honduras}.

Vemos que Ecuador ¢ M, es decir, Ecuador estéd en el complemento de M que es el conjunto de los paises
americanos que 1o estdn en M. @

Cuando se listan los elementos de un conjunto, basta hacerlo una vez.

No hay distincién entre {3, 3,3, 2,2} y {2, 3}, se trata del mismo conjunto. En la lista de los elementos de
un conjunto aparecen ellos, no cudntas veces estan considerados.

EJEMPLO 1.6 Si P es el conjunto de las letras en la palabra colorada, tenemos que P = {c,0,1,1,a,d}. No
importa que en la palabra aparezca dos veces la letra ‘0, o la letra “a’. @

No importa el orden en que se coloquen los elementos de un conjunto.

EJEMPLO 1.7 Acerca del conjunto P del ejemplo anterior,
P={co0,1,1,a,d} ={a,cdlo,r} @
La contencién de conjuntos es transitiva, es decir,

siA CByBC Centonces A C C.

Para verificar que dos conjuntos A y B son iguales, debemos verificar que
1. ACB yque 2. BCA,

es decir, la doble contencion.

Un conjunto peculiar, esel conjunto vacio, conjunto que no tiene elementos, lo denotamos con @,
@={xeQ|x#x}.

El conjunto vacio es 1til para indicar que algo no sucede.



1. EsTA O NO ESTA

EJEMPLO 1.8 Supongamos que Q es el conjunto de las personas de nuevo ingreso en el cca-unam. ;Cudl
es el conjunto G de las personas de nuevo ingreso en el ccH-unam con un postdoctorado en bioquimica?

Claramente ninguna persona de nuevo ingreso en el ccH-uNaM cumple esas caracteristicas, luego G = @.

PROBLEMAS 1.2.

1. Sea Q el conjunto de las camisas, y A el conjunto
de las camisas azules. ;Cudl es el complemento de
A?

2. Sea Q) el conjunto de los meses de afio y M el con-
junto de meses que tienen 31 dias. ;cudl es M°?

3. Emplea el lenguaje de los conjuntos para describir
(Cudles son los departamentos de Costa Rica que
no tienen costa?

4. Siel universo es el conjunto de estados de la rept-
blica mexicana, y C es el conjunto de los estados
que tienen costa, ;cudl es el subconjunto de C de

6 Vean la Tabla Periddica de los Elementos en WiIKIPEDIA

©

los estados que limitan con otro pais? ;Pertenece
Coahuila a ese conjunto?

5. ¢Cudl es el subconjunto de las novelas de GABRIEL
Garcia MArQuEZ que has leido?

6. Si Q es el conjunto de los elementos que aparecen
en la Tabla Periédica de los Elementos®, halla los
siguientes subconjuntos de : el conjunto A de los
metales alcalinos, el conjunto B de los actinidos y
el conjunto C de los gases nobles.


https://es.wikipedia.org/wiki/Tabla_peri%C3%B3dica_de_los_elementos

2> Verdadero o falso

2.1. Valor de verdad, negacién y tabla

Una proposicion l6gica o simplemente una proposicién, es una afirmacién que tiene dos posibles valores
de verdad, V o F, es verdadera o es falsa.

Dada una proposicion p., es verdadera, V, o es falsa, F.

Si una proposicion p es verdadera, su negacion, que denotamos con —p, es falsa. Lo describimos en la
tabla de verdad de la negacion,

p -p
\Y F
F \Y%

En la columna p vemos los posibles valores de verdad de p, que son verdadero V, o falso F. En la columna
—p vemos los correspondientes valores de —p. Cuando p tiene valor V, —p tiene valor F. Cuando p tiene valor
F, —p tiene valor V.

EJEMPLO 2.1 Di cudles de las siguientes expresiones son proposiciones, da su valor de verdad y enuncia su
negacion.
p: embotellado es un estado de la materia,

q: Un Estudio en Escarlata,

-

: 32 es mayor que 7,

w

: iNi ta / ni yo!

P si es una proposicion, es Falsa (los estados de la materia son Sélido, Liquido, Gaseoso y Plasmidtico),
su negacion es
—p : embotellado no es un estado de la materia,

la cual es Verdadera.

q no es una proposicion, es el titulo de un libro*, no afirma o niega nada y no tiene un valor de verdad, y
por lo tanto no tiene negacion.

1 si es una proposicion, es Verdadera pues es cierto que el nimero 32 es més grande que 7. Su negacion es

-1 : 32no es mayor que 7,

' Setrata de la novela que da inicio la saga de SuErLock HormEs. Ver Conan Dovie, A Study in Scarlet.
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2. VERDADERO O FALSO

la cual es Falsa.
s 10 es una proposicion. Se trata de los tltimos dos renglones de un poema?. Sin saber a qué se refiere,
no podemos saber su valor de verdad. @

PROBLEMAS 2.1.

Enuncia la negacién de cada proposicién y di su valor de verdad.

1. Ayer llovié. 6. Los caballos jadean.
2. Elnamero 5 es par. 7. Hay hongos venenosos.
3. Elntimero 7 es mayor que 15. 8 3x2=6.

S~

- Los pafses de América. 9. Perenifolia significa siempre con follaje.

5. La Tierra gira alrededor del Sol.

2.2. Todo o nada

En el lenguaje cotidiano, lo contrario de todo es nada. La frase jtodo o nada! expresa esa disyuntiva. Pero la
negacioén de todo es no todo. Es decir, si no sucede que todo, lo que sucede es que no todo. Y no todo no es lo
mismo que nada.

2 Primera Coheteria, Garcia Lorca, Obras Completas, Tomo I, , [p. 801].



2.2. Todo o nada

Asi, hay quien piensa que la contradiccién, en tanto que alternativa, de “todas las pelotas son azules” es
que “ninguna pelota es azul”, por lo que debemos aclarar el uso de la expresién “contradiccién”, asimismo
debemos cultivar la capacidad de percibir las consecuencias l6gicas de una afirmacion.

La contradiccién de una afirmacién es su negacion, asi, la contradiccién de “todas las pelotas son azules”
es “no todas las pelotas son azules”, ahora bien, dado un cierto conjunto P de pelotas, si la proposicién

p: todas las pelotas de P son azules

es verdadera, ello significa que tenemos la certeza de que dado cualquier elemento de P, que es una pelota,
es azul. Pero si la proposicién p anterior no es verdadera, es decir es falsa, la proposicién que sera verdadera
es —p, es decir, lo cierto serd que “no todas las pelotas de P son azules”. ;Esto significa que ninguna pelota
de P es azul? La respuesta es no. Sucedera que en P habrd pelotas de otros colores, no importa de cuél otro
color, pero no todas las pelotas de P son azules. Si la proposicién

—p: no todas las pelotas de P son azules

es verdadera, significa que al menos una pelota en P no es azul, es decir, que existe alguna pelota en P
que no es azul.

Cuando es falsa una afirmacién sobre todos los elementos de un conjunto, sucede que al menos un
elemento del conjunto no cumple con la afirmacion.

Presentamos una tabla con algunas afirmaciones y su negacion.

Afirmacién Negacién
Todos los x son p Algin xnoes p
Ningtin x es p Algtn x es p
Algan x es p Ningtn x es p
Algin x no es p Todos los x son p

PROBLEMAS 2.2.

Enuncia la negacién de las siguientes afirmaciones y di cual es verdadera.

1. Todos los gatos son pardos, 2. Nadie es profeta en su tierra,



2. VERDADERO O FALSO

3. Algunas aves emigran, 6. Hay ejercicios anaerdbicos,

4. Algunas serpientes no son venenosas, 7. Todas las flores tienen pistilo,

5. Ninguna maquina funciona, 8. Algun planeta no tiene agua.
CONJETURA

Cuando se afirma que una proposicién es verdadera se establece una conjetura, es decir, una presuncién de
que la afirmacién es verdadera.

Las conjeturas, es decir las presunciones, han de confirmarse.

Si afirmamos que todos los elementos de un conjunto C cumplen con determinada propiedad p,
debemos mostrar que dado cualquier elemento x € C se tiene que x cumple la propiedad p.

Si, por lo contrario, afirmamos que no es cierto que todos los elementos de C cumplen la propiedad p,
lo cierto es que existe al menos un elemento x € C tal que x no cumple con la propiedad p.

Si logramos verificar que se cumple la afirmacién realizada, habremos demostrado que la conjetura
resulto cierta.

Si logramos exhibir un caso en el que no se cumple la afirmacioén realizada, es decir, si logramos
exhibir un contraejemplo, habremos demostrado que la conjetura resulto6 falsa .

EJEMPLO 2.2 ;Es cierto que todos los nombres de los dias de la semana, en espafiol, comienzan con la letra
“M”? La respuesta es no, ya que puedo exhibir al menos un nombre de dia de la semana, a saber “Lunes”,
que no empieza con la letra “M”. Hemos exhibido un contraejemplo. @

10



2.2. Todo o nada

EJEMPLO 2.3

Conjerura: Ninguna naranja estd podrida.

ComrroBacion: Comemos las naranjas, ;todas estuvieron bien? Si la respuesta es afirmativa la conjetura
fue cierta. Si alguna naranja salié podrida, la conjetura result6 falsa. @

ACTIVIDAD 2.1.

Construyan proposiciones acerca de un grupo de personas. Establezcan conjeturas, fraten de demostrar que
son ciertas o de exhibir contraejemplos si piensan que son falsas.

PROBLEMAS 2.3.

Dadas las conjeturas siguientes, explica como demostrar que es cierta, 0 cémo se probaria que es falsa.

1. Todos asistirdn a la Cumbre, 3. Algtn rio se desbordara,

2. Ningtn huracédn tocaré tierra, 4. Algunos paises no firmaran el acuerdo,

11



3 Operaciones basicas

El complemento de un conjunto y la negacién de una proposicién son operaciones efectuadas sobre un
objeto. Es una operacién unaria. Cuando una operacion se aplica a dos objetos, se llama operacion binaria,
como la suma o el producto de ntimeros.

Como en el caso del complemento, también para las operaciones binarias bdsicas de interseccion y union
en conjuntos, tenemos operaciones similares en proposiciones.

3.1. Complemento y negacién

Recordemos, el complemento de un conjunto A esta formado por los elementos del universo (2 que no
pertenecen a A; son los puntos de (2 que no estinen A,

Q

AC
FIGUrRa31 A=A =A°={xcQ|x¢A).

Una proposicién p tiene dos valores de verdad, es verdadera (V) o falsa (F). La negacién —p tiene los
valores de verdad opuestos a p, su tabla de verdad aparece en la siguiente figura: cuando p es verdadera,
—p es falsa, y viceversa.

p -p
\Y F
F \%

3.2. Interseccion

La intersecciéon de dos conjuntos A y B se denota con A N B, es el conjunto de elementos que pertenecen a
AvyaBb,
ANB={xeQ|xeA yxeB}

EJEMPLO 3.1 Sean los conjuntos A = {2,3,5,6},B=1{1,2,4,5}y C={1,3,5}.
Tenemos que ANB ={2,5}yAnC={3,5}. @

12



3.2. Interseccién

Fieura 3.2 La parte sombreada representa la interseccion.

EJEMPLO 3.2 La interseccion de los conjuntos X y Y de las ciudades del Ejemplo 1.2 de la pagina 3 es:
X NY = {Piura},

formado por las ciudades que tienen menos de 700,000 habitantes y su nombre termina con la letra “a”. @

EJEMPLO 3.3 Si Xes el conjunto de multiplos positivos de 4 menores que 10y Y es el conjunto de mdltiplos
positivos de 2 menores que 10, demuestra que XNY = X.

Una manera de verificar la afirmacion es listar los dos conjuntos y efectuar la operacién de
interseccion,

luego

XNY=1{4,8}=X. @

EJEMPLO 3.4 Cualquier aleacion de cobre y estafio se llama bronce. Hay muchas aleaciones que contienen
pequefias cantidades de otros materiales. Al afiadir fésforo se obtiene resistencia al uso, el bronce con
plomo sirve para hacer partes moéviles, con niquel se obtiene dureza y sirve para hacer engranes, con silicon
se hace més fuerte para rodamientos y es resistente a la corrosién, se usa para hacer partes de barcos. Hay
otras aleaciones de cobre sin estafio que también se llaman bronce, como el cobre con aluminio llamado
bronce de aluminio, el cobre con zinc llamado latén y el cobre con zinc y manganeso llamado bronce de
manganeso.
Expresamos como conjuntos a las aleaciones anteriores:

= = {cobre, estano, silicon},

cobre, estafio},

B

F = {cobre, estafio, f6sforo}, cobre, aluminio},
P=
N

Il
S

cobre, zinc},

{ S
{ A
{cobre, estafio, plomo}, L
{ M

cobre, estafio, niquel}, cobre, manganeso}.
Claramente

FNN =B,
M N A = {cobre}.

13



3. OPERACIONES BASICAS

Ajenos

Dos conjuntos A y B son ajenos si su interseccion es el conjunto vacio, es decir

Ay B son gjenossi,ysolosi, ANB =@

EJEMPLO 3.5 El mejor ejemplo de conjuntos ajenos es A y su complemento, A N A® = @. Dado x € A
tenemos que x ¢ A° y viceversa, si x € A° por definicién x ¢ A, asi A y A° no tienen elementos en comun.

©

EJEMPLO 3.6 Si X es el conjunto de paises que limitan con la Bahia de Bengala y Y es el conjunto de paises
que limitan con el Mar Caribe, claramente los conjuntos X y Y son ajenos. @

A es un subconjunto propio de B si A C B pero existe x € B tal que x ¢ A.
Se denota con C.
Es decir, A C Bsi A C B pero A no es todo B.

PROBLEMAS 3.1.

Para las preguntas de la 1 a la 4 considera que A es el conjunto de paises del continente americano, y define:

T={x € A | xlimita con el Océano Atlantico },
P=

{x € A | x limita con el Océano Pacifico }.

1. Obtén TN P. 3. Define dos conjuntos, Q y R, de elementos de A que
sean ajenos.

2. ;Escierto que T = P? ;Por qué? 4. Encuentra un conjunto S tal que S C TN P.

14



3.2. Interseccién

Conjuncion

La conjuncion de dos proposiciones p y q se denota con p A q (se lee “p y q”), es otra proposicion.

P A q es verdadera si
p es verdaderay g es verdadera

Su valor de verdad esta dado por la tabla siguiente, llamada la tabla de verdad de la conjuncion:

p q PAq
\Y \Y% \Y
\Y F F
F \Y F
F F F

En la primera y segunda columna aparecen las posibles combinaciones de los valores de verdad de p y de
q, y en la tercera columna el valor correspondiente a la proposicién p A g segtn la definicién de conjuncion.
Por ejemplo, en el tercer renglén vemos que p es Falsa y q es Verdadera, luego, segtin la definicién de
conjuncion, p A q es Falsa.

EJEmpPLO 3.7 Consideremos las siguientes afirmaciones:

p :7 es par,
q : Santiago es la capital de Chile.

La conjuncién de las proposiciones p y q, a sabet,
7 es par y Santiago es la capital de Chile,

es falsa pues p es falsa (el 7 no es un ntmero par). No importa que q sea verdadera (sabemos que es
verdad que Santiago es la capital de Chile). Para que la conjuncién de dos proposiciones sea verdadera es
necesario que las dos proposiciones sean verdaderas. @

EJEMPLO 3.8 La unién de los conjuntos Xy Y de las ciudades del Ejemplo 1.2 de la pagina 3 es:
X UY = {Lima, Arequipa, Chiclayo, Iquitos, Piura},

formado por las ciudades que tienen menos de 700,000 habitantes o su nombre termina con la letra “a”.

©
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3. OPERACIONES BASICAS

EJEMPLO 3.9 Averigiiemos el valor de la conjuncién de p A q en el caso de las proposiciones:

p: Soy millonario,

q: Nadie me quiere.

jUt! Las proposiciones parecen demasiado subjetivas como para someterlas a andlisis, pero veamos las
cosas con calma.

Para que la conjuncién de p y ¢, que se denota con p A ¢, sea verdadera es necesario que tanto p como
q lo sean. En este caso la conjuncién de p y q se lee:

Soy millonario y nadie me quiere.

Como podran imaginar, la veracidad de la conjuncién depende de quién realice la afirmacién. El
ejemplo consiste en que cada lector se coloque como el emisor de las proposiciones p y q. Les pregunto, de
manera individual: ;Eres millonario? si me respondes que no lo eres, tendremos que p es falsa. Ahora es el
turno de q: ;Nadie te quiere? Si hay alguna persona que te quiera entonces q es falsa y, por lo tanto, la
conjuncién p A q es falsa. @

Para que la conjuncién p A q de dos proposiciones sea verdadera es necesario que las dos lo sean.

PROBLEMAS 3.2.
Construye la tabla de verdad de

1. =(=p), 3. ~(pAq).

2. 7pAq.

Para las proposiciones py ¢,

Pp: 2020 es afo bisiesto,

g: Nunca nieva en cpmx,

enuncia las proposiciones siguientes y di cudl es su valor de verdad:

16



3.3. Unién

1. —p, 3. PAQ,

2. —q, 4. p A —q.

3.3. Unidn

La unién de dos conjuntos A y B se denota con A U B, es el conjunto de elementos que pertenecena A o a
B (o a ambos),
AUB={xeQ|xeA oxeB},

Ficura 3.3 La parte sombreada representa la union.

EJEMPLO 3.10 Sea Q) ={1,2,3,4,5,6} y los conjuntos A ={2,3,5,6},B ={1,2,4,5}y C={1,3,5}.
Tenemos que AU C ={1,2,3,5,6}y AUB = Q. @

EJEMPLO 3.11 Si X es el conjunto de multiplos positivos de 4 menores que 10 y Y es el conjunto de multiplos
positivos de 2 menores que 10, demuestra que XU Y =Y.

Listamos los dos conjuntos y efectuamos la operacién de union,

X =148}
Y=1{2468)}

17



3. OPERACIONES BASICAS

luego
XUY={246_8}=Y. @

Para pertenecer a la unién de dos conjuntos, un objeto debe pertenecer a al menos uno de los dos (puede
pertenecer a ambos).

EJempPLO 3.12 Con el mismo enunciado del Ejemplo 3.4 de la pagina 13 acerca de las aleaciones con cobre,
vemos que

S U P = {cobre, estafio, silicén, plomo},

L U B = {cobre, estafio, zinc}.

PROBLEMAS 3.3.

Con el mismo enunciado del Problema 3.1 de la pagina 14, responde,

1. ;Es cierto que P¢ = T? ;Por qué? 3. Define dos conjuntos, Q y R, de elementos de A que
sean ajenosy que QURCT.

2. Halla (TU P)°.

Disyuncién

La disyuncion se denota con p Vv q (se lee “p 0 q”), es otra proposicién, donde p y q son proposiciones.

P V g es verdadera si
P es verdadera o g es verdadera

18



3.4. Diferencia

Su valor de verdad esta dado por la tabla siguiente, llamada la tabla de verdad de la disyuncion:

pPVvVq

mm< <o
< m < e
m < < <<

En la primera y segunda columna aparecen las posibles combinaciones de los valores de verdad de p y de
q, y en la tercera columna el valor correspondiente a la proposicion p V q segtin la definicién de disyuncion.
Por ejemplo, en el tercer renglén vemos que p es Falsa y q es Verdadera, luego, segtn la definicién de
disyuncion, p V q es Verdadera.

EJEMPLO 3.13 Sean las proposiciones p y q las siguientes:

p: 6 es par,
q: 6 es multiplo de 3.

La disyuncién p V q es verdadera —para que sea verdadera basta que una de las proposiciones lo sea—
pues sucede que, en este caso, las dos proposiciones son verdaderas. @

Para que sea verdadera la disyuncién p V q de dos proposiciones basta que una de las dos, sea p o
sea q, sea verdadera.

3.4. Diferencia

Consideremos a dos conjuntos A y B. La operacion que representa a los elementos de A que no estdn en B
se llama la diferencia de A y B, se denota con A \ B y se lee A diferencia B,

A\B={xeA|x¢B}

EJEMPLO 3.14 Sea A el conjunto de las personas a quienes gusta la interpretacién de Yuja Wanc de los 24
Preludi, Op. 28 de FrépEric CHOPIN y B el conjunto de las personas a quienes gusta la pieza Wolf Totem de la
banda mongola de heavy metal, THE HU. Describe los conjuntos A\ By B \ A.

A\ B es el conjunto de personas a quienes gusta la interpretacién de Yuja Wanc de los Preludios

de CrHoPIN pero no les gusta la pieza Wolf Totem, de Tre HU.
B\ A es el conjunto de personas a quienes gusta la pieza Wolf Totem, de THe HU, pero no les gusta la
interpretacion de Yuja WanG de los Preludios de CHoPIN. @
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3. OPERACIONES BASICAS

Ficura 3.4 A\ B, los elementos de A que no estian en B.

En proposiciones, 1a operacion equivalente a la diferencia entre conjuntos, es la definida por p A —=q, cuya
tabla de verdad es

p q -q PA—q
\Y \Y% F F
\Y F \Y \Y
F \Y% F F
F F \Y F

3.5. Diferencia simétrica

Sean A y B dos conjuntos. La diferencia simétrica de A y B, que denota con A A B, eslaunicn de A\ By
B \ A, es el conjunto de puntos que estan en A o en B pero no en ambos, es decir

AAB=(A\B)U(B\A).

FIGURA 3.5 A diferencia simétrica B.

La definicion anterior de diferencia simétrica equivale a

AAB=(AUB)\(ANB).

La diferencia simétrica es
la unidn menos la interseccion

20



3.5. Diferencia simétrica

EJEMPLO 3.15 Usemos los conjuntos A y B del Ejemplo 3.14, pagina 19, sobre Crorin y THE HU. La
diferencia simétrica de A y B es el conjunto de las personas que gustan de la interpretaciéon de Yuja o de
Wolf Totem, pero no de ambas. Es decir, consideramos la unién de A y B, pero excluimos la interseccién

A NB. ©

Disyuncién excluyente

La disyuncion légica descrita choca con el uso cotidiano de la frase “p o q”, empleada para expresar la
eleccion entre dos alternativas, consideradas excluyentes: “;subes o bajas?”. Para expresar esa disyuncion
excluyente —en donde se pide que, una de dos, p sea verdadera o que q sea verdadera, pero que no ambas
lo sean (el término excluyente se usa en el sentido de que la veracidad de una proposiciéon excluye la
veracidad de la otra)—, se pueden usar las operaciones de conjuncién y disyuncién definidas anteriormente,
junto con la negacion.

Sean p y q dos proposiciones, la disyuncién excluyente de p y ¢, que se denota con p V q y se lee “una
de dos, p 0 q”, es otra proposicion; es verdadera cuando p es verdadera o q es verdadera, pero no ambas.

Sip V g es verdadera tenemos que p es verdadera o g es verdaderaq, y es falso que p es
verdadera y q es verdadera.

Es decir, p V g tiene el mismo valor de verdad que
PV a)A(=(p A Q).

Vamos a construir la tabla de verdad de la disyuncién excluyente, es decir, la tabla de verdad de
PV A (—|(p A q)), en base a las operaciones bésicas de negacién, conjuncién y disyuncién; procedamos
por partes, primero veamos cudl es la tabla de verdad de —(p A q):

p q | pPAq | ~(pAQ)
vV | Vv \Y% F
V | F F \Y%
F | V F \Y%
F | F F \Y%

En las dos primeras columnas colocamos las posibles combinaciones de los valores de verdad de p y q.
En la tercera columna colocamos los valores correspondientes de p A q. Por ejemplo, vemos en el tercer
renglén que el valor de p es F y el valor de g es V, luego el valor de p A g es F. Ahora bien, segtin el valor
de verdad de p A q que aparezca en la tercer columna, serd el valor de —(p A q) en la cuarta. En el caso del
tercer renglon, tenemos que el valor de verdad de p A g es F, luego el valor de su negacién, o sea —(p A q)
en la cuarta columna, es V.

21



3. OPERACIONES BASICAS

Ahora afiadimos la conjuncién con p V ¢ y obtenemos

P | a9 | pva | -(PAQ | PVA(=(PAQ)
Vv Vv \Y% F F
Vv F Vv \Y4 Vv
F Vv Vv \Y4 Vv
F F F \Y F

Es decir, la tabla de verdad de la disyuncién excluyente es:

p q p¥q
\Y \Y F
\Y F \Y
F \Y% \Y
F F F

Vemos que el valor de verdad de p V¥ q es V, en el segundo y tercer renglén, sélo cuando p verdadera y q
falsa o cuando p es falsa y q verdadera. El valor de verdad de p V q es F, en el primer y cuarto renglén,
cuando ambas, p y q son verdaderas, o ambas son falsas.

EJEMPLO 3.16 Sipy q son las siguientes proposiciones,

p: 20 es multiplo de 5,
q: 20 es par,

enuncia las proposiciones —p, p A q,p V q, p V q y di cudl es su valor de verdad.

Tenemos que p es verdadera pues, en efecto, el nimero 20 es multiplo de 5 porque 20 = 5 x 4.
Asimismo q es verdadera pues 20 = 2 X 10. Entonces

—p: 20 no es multiplo de 5, es falsa.
P A q: 20 es multiplo de 5 y es par, es verdadera.
PV q: 20 es multiplo de 5 o es par, es verdadera.
P Y q: 20 es, una de dos, multiplo de 5 o es par, es falsa.

©

En el lenguaje cotidiano usamos de manera indistinta la disyuncién y la disyuncién excluyente, del
contexto distinguimos el sentido utilizado.

ACTIVIDAD 3.1.

Con un grupo de personas da ejemplos de disyunciones, como ¢,subes o bajas?, ¢ postre o café?, ¢café o 1é€?,y
analiza el sentido con el cual se usa, excluyente o no.
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3.5. Diferencia simétrica

PROBLEMAS 3.4.

Para cada par de proposiciones p y ¢, enuncia las proposiciones y da su valor de verdad.

a. p: El helio es un gas inerte, b. p: El hielo es agua sélida,
q: Madrid es la capital de Espana. q: Las ostras son mamiferos.
c. p: Alhaja proviene del drabe, d. p: Acabd la pobreza,
q: 9 es par. g: El aro es cuadrado.
1. —p, 3pPVq,
2. pAgQ, 4.pVq

Para las proposiciones p y q,

p: Nunca llueve en Lima,

q: El didmetro de una circunferencia es igual al triple de su radio,

enuncia las proposiciones y di cudl es su valor de verdad.

1. —p, 4. pVyq,
2. 7q, 5. pVq.
3. PAQ,
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4 Propiedades de las operaciones

Es este capitulo simplemente enunciaremos las principales propiedades de las operaciones entre conjuntos
y entre proposiciones légicas. Estas operaciones y sus propiedades algebraicas se usan ampliamente en la
teoria de circuitos digitales, parte basica de la robética y mecatrénica’.

4.1. Operaciones en conjuntos

Propiedades de la igualdad

Dos conjuntos A y B son iguales, lo escribimos A = B, si se cumple que
ACByBCA.

Podemos expresar la definicién de igualdad entre conjuntos usando el simbolo “<” que representa la
equivalencia l6gica entre dos afirmaciones

A=B & ACByBCA,

que se lee

A esigual a B si, y sélo si,
A esta contenido en B y B estd contenido en A.

Para demostrar que dos conjuntos son iguales hay que demostrar que se cumple la doble contencion, es
decir que el primer conjunto estd contenido en el segundo y que el segundo est4 contenido en el primero.

EJEMPLO 4.1 El conjunto P de los nlimeros primos menores que 10 es igual al conjunto T = {2,3,5,7} pues
cada elemento de P es un elemento de Ty cada elemento de Test4 en P. @

PROPIEDAD. 4.1. Dado un conjunto A, el complemento del complemento del conjunto es el conjunto, es decir
(A°)° = A,

Propiedades de la interseccién

PROPIEDAD. 4.2. La operacién de interseccion de conjuntos es:

i) Idempotente, esdecir ANA =A,

' Ver Algebra de BooLE en mi obra MateCompu
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4.1. Operaciones en conjuntos

ii) Conmutativa, es decir ANB =BNA,

iii) Asociativa, es decir (ANB)NC=ANBNC).
Otras propiedades basicas muy ttiles para realizar operaciones entre conjuntos,
1. AN @ = @. La interseccién de un conjunto con el vacio es el vacio.
2. ANQ = A. La interseccién de un conjunto con el total es el conjunto.
3. AN A® = @. La interseccién de un conjunto con su complemento es el vacio.
4. Si Ay B son conjuntos tales que A C B entonces AN B = A.

5. Si Ay B son conjuntos tales que A N B = A entonces A C B.

Propiedades de la uniéon
PROPIEDAD. 4.3. La operacion de unién de conjuntos es:
i) Idempotente, es decir AUA = A,
ii) Conmutativa, es decir AUB =B UA,
iii) Asociativa, es decir (AUB)UC =AU (B U Q).
Otras propiedades de la unién,
1. AU @ = A. La unién de un conjunto con el vacio es el conjunto.
2. AUQ = Q. Launién de un conjunto con el total es el total.
3. AUA® = Q. La unién de un conjunto con su complemento es el total.

4. Para dos conjuntos A y B, tenemos que A C B si, y sélosi, AUB = B.

Leyes distributivas

Las operaciones de interseccién y unién se relacionan mediante las leyes distributivas que enunciamos a
continuacion.

PROPIEDAD. 4.4. Si A, B y C son conjuntos formados con elementos de ), se cumple que
i) AN(BUC) = (ANB)U(ANC),launién distribuye a la interseccion.

ii) AUBNC)=(AUB)N (AU C), la interseccion distribuye a la union.
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4. PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES

Leyes de absorcion
PROPIEDAD. 4.5. LEYES DE ABSORCION. Si A y B son dos conjuntos, tenemos que
i) (ANB)UB =B.

ii) (AUB)NB = B.

Leyes de DE MoORGAN

Dos importantes propiedades relacionan las operaciones de interseccién y unién con el concepto de
complemento.

PROPIEDAD. 4.6. LEYES DE DE MORGAN. Sean A y B dos conjuntos, se tiene que
1. (AN B)® = A°U BS, el complemento de la interseccion es la unién de los complementos.

2. (AUB)® = A° N B, el complemento de la union es la interseccion de los complementos.

PROBLEMAS 4.1.

Sea el universo Q = {1,2,3,4,5,6,7}, y los conjuntos A = {3,5,7}, B = {1,3,6,7} y C = {2,3,4, 6}. Verifica que se
cumplen

1. Las leyes distributivas. 2. Las leyes de DE MORGAN.

4.2. Operaciones en proposiciones

Equivalencia

Dos proposiciones p y q son equivalentes (=) si sus tablas de verdad son iguales. Lo escribimos p = q.

EJEMPLO 4.2 LA DOBLE NEGACION. Sip es una proposicion, la doble negacién de p es equivalente a p. Es
decir

p = ~(=p).
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4.2. Operaciones en proposiciones

Para verificar la equivalencia entre p y la doble negacién, comparamos sus tablas de verdad.

p —-p —(=p)
\Y4 F \Y%
F \Y4 F

Vemos que, en efecto, coinciden los valores de verdad en las columnas de p y =(—p), sus tablas de verdad
son iguales y por lo tanto las dos proposiciones son equivalentes. @

Noten el parecido del ejemplo anterior con la Propiedad 4.1 de la pagina 24 sobre el complemento
del complemento de un conjunto, que es igual al conjunto. Segtin avancemos veremos similitudes entre
operaciones de conjuntos y conectivos l6gicos. En este caso vemos la analogia entre el complemento de un
conjunto y la negacién de una proposicién.

EJEMPLO 4.3 En la pagina 21 definimos la disyuncién excluyente, que denotamos con p V q como la
proposicién que tiene el mismo valor de verdad que (p V q) A (—|(p A q)), es decir dijimos que por definicion

pYq=(@VagA(-pAq)

d
También podemos usar el simbolo =, y de hecho asi lo haremos de ahora en adelante. Asi, para definir
la disyuncion excluyente decimos que se denota con p V q y se define como

PYAE VA (A ) ®)

Propiedades de la conjuncién
PROPIEDAD. 4.7. La conjuncién en proposiciones es:
i) Idempotente, es decirp Ap =p,
ii) Conmutativa, es decirp A q=qAp,

iii) Asociativa, es decir (p AQ)AT=Pp A(q AT).

Propiedades de la disyuncién
PROPIEDAD. 4.8. La disyuncion en proposiciones es:
i) Idempotente, es decirp Vp =p,
ii) Conmutativa, esdecirpV q=qVp,

iii) Asociativa, es decir (pV q)VT=pV (q V).
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4. PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES

Leyes distributivas

Los conectivos de conjuncién y disyuncién se relacionan mediante las leyes distributivas que enunciamos
a continuacion.

PROPIEDAD. 4.9. Sip, qy T son proposiciones, se cumple que
1. pA(QVT)=(pAQ)V (pArT), ladisyuncion distribuye a la conjuncion.

2.pV(QAT)=(pVQq)A(p V), laconjuncion distribuye a la disyuncion.

Leyes de absorcion

PROPIEDAD. 4.10. LEYES DE ABSORCION. Sip y q son dos proposiciones, tenemos que
i) (pAgVag=aq.

i) (pvaAq=q.

Leyes de DE MoORGAN

Dos importantes propiedades relacionan los conectivos de conjuncién y disyuncién con la negacién. Noten
la similitud con el caso de los conjuntos, aqui la conjuncién, la disyuncién y la negacién juegan un papel
similar a la interseccién, la unién y el complemento en el caso de las Leyes de DE MorGaN para conjuntos.

PROPIEDAD. 4.11. LEYES DE DE MIORGAN. Sean dos proposiciones p y q, se tiene que
1. =(p A q) = =p V —q, la negacion de una disyuncion es equivalente a la conjuncion de las negaciones.

2. =(p V q) = =p A —q, la negacion de una disyuncion es equivalente a la conjuncion de las negaciones

DEMOSTRACION. Construimos la tabla de verdad para ambos lados de la equivalencia del inciso 1,

—|(p/\q)E—|p\/—|q

primero el lado izquierdo,

p qa | PAq | ~(pAQ)
vV |V \Y% F
V | F F \Y%
F | V F \Y%
F | F F \Y%
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4.2. Operaciones en proposiciones

después el lado derecho,

p q —p -q PV q
\Y% \Y F F F
\Y% F F \Y \Y
F \Y \Y F \Y
F F \Y \Y \Y

Los valores de verdad de la tltima columna de cada tabla son iguales y por lo tanto queda demostrada la
primera Ley de DE Moraan, la segunda queda como problema. @

Las propiedades bésicas se demuestran por medio de tablas de verdad. Podemos usarlas ahora para
operar como si fueran operaciones algebraicas.

EJEMPLO 4.4 Demuestra que p A q = —(—p V —q).
Comencemos del lado derecho, por la segunda Ley de DE MorGaN tenemos que

~(=p V ~q) = ~(=p) A ~(=q),
y por el Ejemplo 4.2 de la doble negacién,
=pAq. @

PROBLEMAS 4.2.

1. Demuestra la segunda Ley de DE MorGaN para 2. Utiliza las propiedades de las equivalencias para
proposiciones, enunciada en el segundo inciso de demostrar que:
la Propiedad 4.11: la negacion de una disyuncion es
equivalente a la conjuncioén de las negaciones. pVq=-(-pA-q).
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5 Implicacion y bicondicional

A las operaciones de disyuncién y conjuncién de la seccién anterior se les llama conectivos 16gicos. Los pode-
mos combinar, junto con la negacién, y obtener los importantes conectivos de implicacién y bicondicional.

DEFINICION 5.1. IMPLICACION. Sean p y q dos proposiciones, la implicacién “si p entonces q”, que se
escribe p — q y también se lee p implica q, es una proposicion; tiene el mismo valor de verdad que —=p V q.

Es decir,
def

p—oq=-pVaq.

Que la proposiciéon p — q tenga el mismo valor de verdad que —p V q significa que la tabla de verdad
de ambas proposiciones es idéntica.
Como la tabla de verdad de —p V q es:

p q -p “PVq
\Y \Y% F \Y
\Y F F F
F \Y% \Y \Y
F F \Y \Y

la tabla de verdad de la implicacién es

p q P—q
\Y \Y \Y
\Y% F F
F \Y \Y
F F \Y

Es muy importante notar que para que la implicacién sea verdadera no es necesario que haya una
relacion de causa-efecto entre las proposiciones.

EJEMPLO 5.1 Sean p y q las proposiciones

p: Ecuador tiene frontera con Perq,

q: E1 8 es par.
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La implicacién p — q, que se enuncia “si Ecuador tiene frontera con Pert, entonces el 8 es par”, es
verdadera pues segtin la tabla anterior, como p es verdadera y q es verdadera sucede que la implicacién es

verdadera. @

A la proposicién p en la implicacién p — q se le llama la hipétesis de la implicacioén, y a la proposicién q
se le llama la conclusion. Segtin se nota en la tabla de verdad de p — ¢, la implicacién sélo es falsa cuando
la hipétesis p es verdadera y la conclusion g es falsa.

Esto significa que no admitiremos como implicacion verdadera que, de una hipétesis verdadera se siga
una conclusién falsa. Sin embargo,

es una implicacién verdadera que una hipétesis falsa implique una conclusion falsa,
y también
es una implicacién verdadera que una hipétesis falsa implique una conclusién verdadera.

[lustremos con un ejemplo el significado de las afirmaciones anteriores y veamos que no van tan en
contra de nuestro sentido comun.

EJEMPLO 5.2 Consideremos la proposicién “si llueve entonces voy al cine”. Claramente es la implicacién
p— qde

p: Llueve,

q: Voy al cine.

La implicacién puede ser verdadera o falsa.
Veamos por casos:

Caso 1. Resulta que sillovid y, en efecto, fui al cine. Hice lo que dije, sin duda la implicacién es verdadera.
Caso 2. Sillovié y decidi no ir al cine. No cumpli con lo pactado, la implicacion es falsa.

Caso 3. No llovi6 y, atn asf, decidi ir al cine. ;Dejé de cumplir lo pactado? No, no deje de cumplir (de
hecho no llovi6), luego la implicacién es verdadera.

Caso 4. No llovié y no fui al cine. ; Alguien puede acusarme de no cumplir mi promesa? No, luego la
implicacion es verdadera.

Hemos verificado, en este ejemplo, que la implicacion es falsa solamente cuando la hipétesis es verdadera
y la conclusion es falsa. @
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5. IMPLICACION Y BICONDICIONAL

En la implicacién p — ¢, a la proposicién p se le llama una condicién suficiente para q. También se dice
que q es una condicion necesaria para p.
Podemos interpretar lo anterior de la siguiente manera, si la implicacién p — q es verdadera,

SuriciENcIA: Para que q sea verdadera basta que p sea verdadera.

NEecesipap: Si p es verdadera, necesariamente q es verdadera.

EJEMPLO 5.3 Del ejemplo anterior, en los casos en que la implicacion es verdadera, la suficiencia significa que
para que sea cierto que fui al cine basta que haya llovido, y la misma implicacién verdadera expresada en
términos de necesidad es que si es cierto que llovio necesariamente fui al cine. Insisto, cuando la implicacién

es verdadera. @

DEFINICION 5.2. PROPOSICIONES RELACIONADAS CON UNA IMPLICACION.
Hay tres, la reciproca, la inversa y la contrapositiva, que se definen de la manera siguiente:

Implicacién P—q p implica q

Reciproca q—op q implica p
Inversa -p = no p implica no q
Contrapositiva -q — —p no q implica no p

EJEMPLO 5.4 Segiin vimos en el ejemplo de la pagina anterior, la proposicion “si llueve entonces voy al
cine” es la implicacion p — q de

p: Llueve,
q: Voy al cine.

Las proposiciones relacionadas son:

Implicacién: Sillueve entonces voy al cine.
Reciproca: Si voy al cine entonces llueve.
Inversa: Sino llueve entonces no voy al cine.

Contrapositiva: Sino voy al cine entonces no llueve.

Supongamos que, en efecto, la implicacién es una proposicién verdadera. ;Qué sucede con la reciproca, es
cierto que si voy al cine entonces llueve? La respuesta es No, bien pude ir al cine aunque no lloviera.
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Veamos la inversa, ;es cierto que si no llueve no voy al cine?, de nuevo la respuesta es No, que no llueva
no me impide ir al cine, la implicacién que supusimos verdadera es que si llueve voy al cine, pero no dice
nada acerca de lo que haré si no llueve.

Finalmente la contrapositiva, ;es cierto que si no voy al cine no llueve? La respuesta es Si, tengo la
certeza de que si no voy al cine no estd lloviendo, pues si estuviera lloviendo, por hipétesis, irfa al cine.

Lo anterior nos indica que si una implicacion es verdadera, su reciproca y su inversa no necesariamente
lo son, pero si es verdadera su contrapositiva, de hecho vamos a demostrar que son equivalentes. @

PROPIEDAD. 5.1. Sip y q son proposiciones, la implicacion p — q es equivalente a su contrapositiva, es decir
P—q=-q— —p.

DEMOSTRACION. Por definicién sabemos que

def
p—q=-pVgq,

aplicando la definicién a la contrapositiva obtenemos

=q = =p=~(=q) Vv (=p),
al aplicar la doble negacién
=qV (_'p)/
ahora, por la conmutatividad de la disyuncién (Propiedad 4.8)
=-pV(q

y, por la definicién de implicacién, obtenemos

pP—q. ©

PROBLEMAS 5.1.

Analiza la implicacién p — q, su reciproca, inversa y contrapositiva, si

p: Estés en Bolivia,

q: Estas en América (el continente americano).
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5. IMPLICACION Y BICONDICIONAL

DEFINICION 5.3. BICONDICIONAL. Sean py q dos proposiciones, la bicondicional “p si, y sélo si, q”, que
se escribe p > q y también se lee p es condicion necesaria y suficiente para q, es una proposicion; tiene el
mismo valor de verdad que (p — q) A (q — p). Es decir,

def
pPeoqd=@{P—qA(q—Dp).

De la tabla de verdad dep — qydeq — p

P q P—4q q—p
\Y% \Y% \Y% \Y%
\Y% F F \Y%
F \Y% \Y% F
F F \Y% \Y%
obtenemos la tabla de verdad de p & q

p q P<q

\Y% \Y% \Y%

\Y% F F

F Vv F

F F \Y%

Vemos que la bicondicional p < q es verdadera s6lo en los casos en que tanto p como q tienen, ambas, el
mismo valor de verdad.

La expresion “si, y solo si,” se interpreta, en caso de que la bicondicional sea verdadera, como que p
ocurre si q ocurre, pero, ademads, que q ocurre sélo si p ocurre. En términos de suficiencia, para que se
cumpla q basta que p sea verdadera y, de manera reciproca, para que p se cumpla basta que q sea verdadera.
En términos de necesidad, para que q se cumpla debe cumplirse p y, de manera reciproca, para que se
cumpla p debe cumplirse g. Las consideraciones anteriores acerca de la bicondicional p <> q explican por
qué, en caso de que la bicondicional sea verdadera, p es condicién necesaria y suficiente para g.

EJEMPLO 5.5 Analicemos esta versién ampliada del Ejemplo 5.2 de la pagina 31, “si llueve es condicién
necesaria y suficiente para que vaya al cine”. Dicho de otra manera, “llueve si, y sélo si, voy al cine”. Se
trata de la bicondicional de las proposiciones

p: Llueve,

q: Voy al cine.
Caso 1. Resulta que si llovié y, en efecto, fui al cine. Hice lo que dije, sin duda la bicondicional es verdadera.
Caso 2. Sillovié y decidi no ir al cine. No cumpli con lo pactado, la bicondicional es falsa.

Caso 3. No llovi6 y, atin asi, decidi ir al cine. No cumpli lo pactado. Dije que iria sélo si lloviera, luego la
bicondicional es falsa.
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Caso 4. No llovié y no fui al cine. No falté a lo pactado (no hubo condiciones), luego la bicondicional es
verdadera. @

Hemos verificado, en este ejemplo, que la bicondicional es verdadera sélo cuando las dos proposiciones
tienen el mismo valor de verdad (ambas son verdaderas o ambas son falsas). Y hemos ilustrado cémo la
bicondicional p < ¢, cuando es verdadera, obliga a que si se cumple p también se cumple q y, viceversa,
si se cumple q debe cumplirse p.

Disponemos ahora de los conectivos 16gicos, a saber, conjuncién, disyuncién, disyuncién excluyente,
implicacion y bicondicional, ademads de la negacion, con los cuales podemos construir nuevas proposiciones
cuyo valor de verdad depende de los valores de verdad de las proposiciones constituyentes y se obtienen
de la tabla de verdad de los conectivos.

EJEMPLO 5.6 A partir de las afirmaciones

p: Voy a la playa,
q: Hace calor,

r: Llueve,

construimos nuevas proposiciones y las enunciamos,

(g A =1) — p: Si hace calor y no llueve, voy a la playa.
q — (=1 — p): Si hace calor entonces, si no llueve voy a la playa.
p © q: Voy a la playa si, y s6lo si, hace calor.

(r A =q) — —p: Llueve y no hace calor, entonces no voy a la playa.

©

ACTIVIDAD 5.1.

CLIMA Y DIVERSION. Quienes no vivan cerca de la playa podrdn construir afirmaciones similares y adecuadas a
sus condiciones climdaticas y posibilidades de diversion.
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Simbolos y notacion

[¢]

~

QIN >» >0 —®™n

VoF
—p
ANB

PAq

AUB
pVq

A\B
AAB

Q.
[¢]
-

es un elemento de, x € C, x es un elemento de C

no es un elemento de, x ¢ C, x no es un elemento de C

tal que o tales que

Omega, conjunto universo o total

complemento del conjunto A, A° ={x € Q | x ¢ A}

complemento del conjunto A, A = {x€Q | x ¢ A}

complemento del conjunto A, A’ = {x € Q | x ¢ A}

subconjunto, A C B, A es subconjunto de B

conjunto vacio, @ = {x € Q | x # x|}

Verdadero o Falso. Posibles valores de verdad de una proposicion.

no p. Negacion de la proposicion p.

A interseccién B es el conjunto {x €e Q | x € A y x € B}.

subconjunto propio, A C B

P Y q es la conjuncién, es otra proposicion; es verdadera si p es verdaderay q es
verdadera.

A unién B es el conjunto {x € Q| x €A o x €B}.

P o q es la disyuncién, es otra proposicion; es verdadera si p es verdadera o q es
verdadera, o0 ambas lo son.

A diferencia B esel conjunto {x € Q | x € A y x ¢ B}.

A diferencia simétrica B es el conjunto de puntos que estdn en A o en B pero no
en ambos: (A \ B)U (B \ A).

una de dos, p o q es la disyuncién excluyente, es otra proposicion; es verdadera
cuando p es verdadera o q es verdadera, pero no ambas.

El conjunto A es igual al conjunto Bsi A C By B C A.

Si, y s6lo si. Equivalencia l6gica entre dos proposiciones o afirmaciones. Si la
proposicién p <> g es una tautologia, entonces p & q.

equivalencia, simbolo de

definicién por medio de equivalencia, simbolo de
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El propésito de esta unidad o es presentar una introduccién elemental al lenguaje los
conjuntos y la légica, se desarrollara familiaridad con estos conceptos a lo largo del
curso.

Usamos la narrativa como estrategia didactica, para combinar los aprendizajes con la
comprension de la lectura y la reflexién sobre el texto escrito; ilustramos con algunos
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